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Hallo Ilse,      http://www.tfh-wildau.de/gerking/Arbeiten.html 
              2005  
gut nach Hause gekommen?        
Ich hatte Glück, die U-Bahnanschlüsse waren gut. 
  
Sonntags habe ich mich dann erstmal mit der Frage beschäftigt, ob Mathematik und Philosophie 
zusammenpassen, oder genauer gesagt, kann man über Mathematik überhaupt philosophieren. Ich bin zu 
dem Entschluss gekommen, dass es nicht sinnvoll ist. 
Mathematik ist eine Sprache, der sich die exakten Wissenschaften bedienen (man kann sich sicherlich 
fragen, was exakt bedeutet) 
Eine Sprache wird erst dann sinnvoll, wenn man damit etwas ausdrücken kann und will. 
So gesehen könnte man die exakten Wissenschaftler als Philosophen ansehen, die Mathematik als 
Sprache gewählt haben um sich auszudrücken. Diese Sprache ist aber im Gegensatz zur Sprache in Wort 
und Schrift ohne selbige wertlos, eine Vorlesung ohne verbale Erläuterungen nicht vorstellbar. 
Macht es also Sinn über die Sprache, hier letztendlich die Grammatik, die andere Philosophen verwenden 
zu philosophieren? 
  
Meiner Ansicht nach macht es nur Sinn, wenn man die Ursachen betrachtet, die zur Bildung eines 
Sprachmerkmales geführt haben. 
  
Ich möchte Dir also aufschreiben, wie es zur  
Entstehung der komplexen Zahlen gekommen ist. 
  
Leider habe ich heute wenig Zeit, vielleicht wird es etwas dauern. 
Den roten Faden dafür habe ich aber schon. Sie entstehen bei der Lösung von Differenzialgleichungen, 
sind aber nie das Ergebnis, denn das muss real sein (sonst wäre es sinnlos). 
Die komplexen Zahlen (Du hattest Sie, glaube ich, imaginäre 
Zahlen genannt) sind also nur eine "Krücke" um von a nach b zu kommen. 
  
Da es einer meiner Leidenschaften ist, Dinge zu vereinfachen, macht mir diese Aufgabe viel Spaß. 
Deinen Wissensstand kann ich etwa abschätzen, er dürfte dem unserer Studenten im 2ten Semester 
entsprechen (wir sind eine Fachhochschule, keine Universität!). 
Diese Arbeit kann ich also auch für etwaige Mathe-Nachhilfe gebrauchen. 
  
Für den Fall, dass Du Deinen Philosophie - Kollegen möglichst schnell einen reinwürgen willst, würde ich 
abends auf meine Entspannungsbiere verzichten (nach der 2ten Flasche Bier bin wie gesagt auf normal 
Null) und etwas Gas geben. 
  
  
Gruß 
  
Jens 
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Komplexe Zahlen Teil 1 
 
Ich habe Weihnachten von einer aufmerksamen Zeitgenossin, ich denke, genau das richtige Buch 
geschenkt bekommen. Es ist von Stephen Hawkins und der Titel lautet „Das Universum in der 
Nussschale“ 
Dort wird der Stand der Wissenschaft, so hofft er zumindest, auf anschauliche 
Weise dargestellt. Ich habe es noch nicht gelesen, mehr überflogen. 
Aber auf den Seiten 65-67 steht etwas über komplexe Zahlen.  
Mir ist vollkommen schleierhaft, was sie dort zu suchen haben.  
Meiner Ansicht nach, siehe meine erste Mail, ist dieses Sprachelement bei 
Schwingungsproblemen entstanden und dort wird etwas von Geschichte in der reellen  und 
imaginären Zeit erzählt.  
Aber besonders stört mich, dass dort etwas von mathematischen Modellen erzählt wird, mit 
denen Effekte vorausgesagt werden können.  
Vielleicht etwas klein kariert, aber es muss physikalische Modelle heißen, die mathematisch 
beschrieben werden. Und mit dem Voraus berechnen ist das so eine Sache. 
Ein Professor hier, mit dem ich öfter essen gehe, sagte mal, Mathematik ist ja ganz schön, aber 
man muss vorher wissen, was herauskommen soll. Und das sagt Hawkins im Grunde nämlich 
auch, sie wollen vermutete Effekte voraussagen!  
Ein Beispiel aus meiner Laborpraxis. 
Ein Versuchsstand, bestehend aus Pumpe, Rohrleitungen, Ventil einem Tank als Pufferbehälter 
und weiteren Komponenten. 
Misst man jetzt den Fördervolumenstrom in Abhängigkeit von der Ventilstellung, dem 
Widerstand, so kann sich folgendes Diagramm ergeben: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aus irgendeinem Grund konnte man nur die 3 Punkte bestimmen. Möchte man jetzt 
den Volumenstrom bei der Ventilstellung mit 40% Öffnung bestimmen, so weiß man aus 
Erfahrung, das Sie zwischen den Werten bei 25 und 50% legen muss 
Die Mathematik bietet nun eine Reihe von Funktionen an, mit dem man das Verhalten 
beschreiben kann. 
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bxaY ×=  
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Mit einer Geraden Y = a + b · x, also Fördervolumenstrom = a + b � Ventilstellung 
werden die Messpunkte nicht gut wiedergegeben. Auch wird der Sachverhalt, dass bei 
geschlossenem Ventil nichts fließt; nicht korrekt wiedergegeben. 
Mit der Potenzfunktion y = a �  xb sieht es schon besser aus. Mit Letzterer lässt sich auch 
halbwegs sicher bei entsprechender Erfahrung das Ergebnis für das voll geöffnete Ventil 
voraussagen. 
 
Aber mit der Erfahrung ist das so eine Sache. Bei Versuchständen, die aus mehreren 
Komponenten aufgebaut sind, können Schwingungen auftreten, die sich manchmal  als Brummen 
oder Quietschen bemerkbar machen können. Man spricht von Resonanzen, sie können den 
Fördervolumenstrom in bestimmten Belastungsbereichen beeinträchtigen. 
Für die Ausbildung von Resonanzen müssen 
-bewegbare Massen (beschleunigungsabhängige Trägheitskräfte)  
-schwingungsdämpfende Komponenten (geschwindigkeitsabhängige Widerstandskräfte) 
-federnde Komponenten (wegabhängige Federkräfte) 
 sowie  
-und eine Erregung, die die Resonanzfrequenz des schwingungsfähigen Systems enthält,  
vorhanden sein. 
Beim obigen Versuchstand dämpft die Reibung der Flüssigkeit, die Federwirkung ist durch den 
Tank gegeben und die Erregung kann durch eine Unwucht des Pumpenlaufrads erzeugt werden. 
 
Dann könnte das Diagramm, bei dem auch die Ventilstellung 40% gemessen wurde,  so 
aussehen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mathematisch gesehen, handelt es sich hier um eine Unstetigkeit, die physikalisch gesehen 
natürlich keine ist. Durch die Resonanz ergeben sich unterschiedliche Messwerte, die um einen 
Mittelwert zeitlich schwanken. 
 
Für mich ist es eine wichtige Erkenntnis, noch keine physikalischen Unstetigkeiten kennen 
gelernt zu haben. 
 
Explosionen, das Einschalten von Licht oder das Knackgeräusch bei zerkratzen Schallplatten 
sind beispielsweise keine unstetigen Vorgänge. 
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Das Knacken der Schallplatte könnte im Diagramm so aussehen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wie beschreibt man mathematisch solche Zustände, die man näherungsweise als unstetiges 
Rechtecksignal bezeichnen kann?  
Mit Frequenzen: 
 

.......x5sin
5
1

x3sin
3
1
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Hierbei handelt es sich um eine Fourierreihe. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wie arbeitet man mit dem Sinus? 
 

( ) ttf2x ×w=××p×=  
 
x ist hier der Winkel, oben haben wir aber die Zeit als x-Achse (Abszisse) aufgetragen. 
�  (Omega) wird als Kreisfrequenz bezeichnet. f ist die Frequenz der Schwingung mit der Länge 
2·�  und hat die Einheit s

1 , einem Hertz. 

Nehmen wir an, das Knacken hat eine Dauer von 20 ms. Hier wird aber nur die die erste 
Halbwelle betrachtet, die Schwingung hat also eine Dauer von 40 ms, also beträgt die Frequenz 
25 Hz, die der Oberwellen  75; 125; 175 Hz....  
Die Amplitude, der maximale Ausschlag der Grundwelle beträgt bei einem Rechteck einer Höhe 
von 1  1,27, die der Oberwellen 0,424; 0,255; 0,182... 

Schalldruck 

Zeit in s 

�  2�  
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Das Ganze sieht dann so aus: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Man müsste also unendlich hohe Frequenzen verwenden um ein Rechtecksignal zu ´zeichnen´. 
Mathematisch nicht realisierbar. Aus dieser Betrachtung erkennt man auch, dass hohe 
Frequenzen für kurze Anstiegszeiten stehen. 
Physikalisch gesehen gibt es keine unendlich hohen Frequenzen, da jedes schwingungsfähige 
System eine Trägheit besitzt. Der Frequenzgang eines guten Plattenspieler Tonabnehmers reicht 
bis 30 kHz, der des menschliche Gehörs je nach Alter bis 10..20 kHz. 
 
Was ist der Frequenzgang? 
 
Den Frequenzgang eines schwingungsfähigen Systems kann man ermitteln, indem man ein 
sinusförmiges Eingangssignal mit variierter Frequenz aufgibt.   
Trägt man das Verhältnis von Ausgangs- zu Eingangssignal  auf der y- Achse (Ordinate) über der 
Frequenz auf, erhält man den Frequenzgang 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Häufig ist der Frequenzgang auch zu tiefen Frequenzen hin begrenzt. 
Den Frequenzgang, den der Ohrenarzt misst, sieht auch so aus, nur muss hier beachtet werden, 
dass er auf ein durchschnittliches Gehör bezogen ist! 
Der tatsächliche Frequenzgang des Gehörs ist eine ziemlich krumme und lautstärkeabhängige 
Angelegenheit. Die maximale Empfindlichkeit liegt bei etwa 4 kHz. Babies und hysterische 
Frauen nutzen dies, um auf sich aufmerksam zu machen. 
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Hier ist Empfindlichkeit des Ohres mit dem Parameter des physikalischen Schalldruckes 
aufgetragen. Ein Signal mit einem Schalldruckpegel von 80 dB wird bei 31,5 Hz nur noch als  
60 Phon empfunden. Man musste also den Schalldruckpegel auf fast 100 dB erhöhen, um den 
gleichen Lautstärkeeindruck wie bei 1 kHz zu erzeugen. Bei Verstärkern wir dies mehr oder 
weniger gut mit der gehörrichtigen Lautstärkekorrektur (Loudness) versucht. 
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Komplexe Zahlen Teil 2 
 
 
Hallo Ilse,  
 
ich nehme mir erstmal die Frage zur Pumpe vor.  
 
Ich hatte den Begriff  (Förder-)Volumenstrom V�  verwendet. Woher sollst Du auch wissen, was 
das ist. Es ist das Volumen (Liter, m3 usw.), dass in einem bestimmten Zeitraum gefördert wird 
(l/s, m3/h usw.). Betrachtet man den Volumenstrom, der durch eine bestimmte Querschnittsfläche 
(z.B. ein Rohrquerschnitt) fließt, kann man auch sagen, er fließt mit einer Geschwindigkeit v 
(m/s, km/h usw.)  
 

QuerAvV ×=�  

 
Der Volumenstrom wird mit einem Punkt versehen, da er die Ableitung des Volumens nach der 
Zeit darstellt. Daran, dass die Geschwindigkeit die Ableitung des Weges nach der Zeit ist, 
erinnerst Du Dich vielleicht noch, man schreibt für v auch manchmal s� . 
 
Betrachtest Du die Einheiten, stimmt es  
 

2
3

m
s
m

s
m

×=  

 
Vermutlich verstehst Du jetzt meine Diagramme. Sie geben an, bei welcher Ventilstellung  
welcher Volumenstrom (oder auch Durchsatz) zu jeder beliebigen Zeit vorliegt, er ist also zeitlich  
konstant. Ausnahme, bei Ventilstellung 40%  liegt eine Resonanz vor, da schwankt er  
periodisch.  
Man könnte das in einem Diagramm dann so darstellen  
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Jetzt dürftest Du auch das zweite Diagramm verstehen, es ist also nicht zufällig, welcher Wert  
zwischen 30 und 70 m3/h gemessen wird. Dieses Diagramm gilt nur für die Ventilstellung 40%, 
zu geringeren und höheren Werten wird die Resonanz kleiner. Bei 25 und 50% ist sie 
verschwunden.  
 
 
 
 
Komplexe Zahlen Teil 3 
 
Hallo Ilse,  
 
jetzt habe ich wieder Zeit - Du hattest gefragt, warum ich nicht die Fördermenge  
(also das Volumen, nicht den Volumenstrom) über der Zeit aufgetragen habe.  
Es ist üblich, Ströme zu messen. Aus Ihnen kann dann die Menge berechnet werden. 
Die Fördervolumen, das sich nach einer bestimmten Zeit bei einer Ventilstellung angesammelt 
hat, erhält man durch Integration des Fördervolumenstromes.  
 

dtVV
t

tAnfang

�= �  

 
Kurze Wiederholung, wie das mit der Integration funktioniert: 
  
  Die Integral ist die Fläche A zwischen Kurve und Abszisse 
 

 ( ) dxxf)x(F)x(FA
Ende

Anfang

x

x
AnfangEnde �=-=  

  
 Integrationsregeln, hier benötigt: 
  
 1. Summanden kann man getrennt betrachten  
 2. (konstante) Faktoren werden vor das Integral gezogen  
  
 Aus Tabellen erhält man die Stammfunktionen (Integralfunktionen) F(x) von f(x)      
 

 hier benötigt: kx)x(f = ®  
1k

x
)x(F

1k

+
=

+

   z.B.: f(x) = 1 = x0 �  x
1
x

)x(F
1

==    

   ( )xcsin)x(f ×=  ®  ( )xccos)x(F c
1 ××-=  

 
   Der Cosinus sieht so aus wie der Sinus, er ist nur um � /2 (90°)  verschoben. 
    
   ( )2xsin)xcos( p+=   
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 dx wird als Differenzial bezeichnet und stellt eine ´unendlich´ kleine Differenz dar.  
 Man kann für das Differenzial auch eine kleine Differenz annehmen und anstelle des 
 Integrals ein Summenzeichen setzen. Das sieht dann so aus:  
 

 
n

xx
xx

2
)xx(f)x(f

dx)x(f AnfangEnde
n

1i

ii
x

x

Ende

Anfang

-
=D®D×��

�
��
� D-+

» ��
=

   

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 
  
  
 Hierbei wird die Fläche unter der Kurve durch Trapeze angenähert, die aufsummiert 
 werden.  
 Mit diesem Verfahren kann man numerisch integrieren, die Näherung wird mit 
 zunehmender Trapezanzahl genauer. (Früher hat man das Diagramm auf 
 Millimeterpapier gezeichnet und die Kästchen unter dem Graphen gezählt)  
 Dies wird gemacht, wenn man beispielsweise zur Darstellung von Messwerten keine 
 mathematische Funktion findet, die sie ausreichend genau darstellt oder die 
 mathematische Funktion so kompliziert ist, dass sie sich nicht integrieren lässt. Mit der 
 numerischen Integration erhält man aber nur das Ergebnis, nicht die zugehörige 
 Funktion!  
 
 
Die Integration ist mit Ausnahme des Resonanzbereiches bei 40%  einfach, da er konstant ist: 
 

tVdtVV
t

0t Anfang

×== �
=

��   

 
Bei der  Integration im Resonanzbereich muss die Schwingung berücksichtigt werden: 
 
Wie hatte ich die Kurve gezeichnet?  
Die Funktion lautet ( )tsinbaV ×w×+=�  
Wie habe ich die Koeffizienten bestimmt?  

x 
  xEnde = xn xAnfang 

f(x) 

� x x1 
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Der Sinus schwankt zwischen -1 und +1 um den Mittelwert 0. a beträgt also 50 m3/h bzw. 13,9 l/s 
Die (Höhe der) Amplitude soll 20 m3/h bzw. 5,6 l/s betragen, also der Faktor b.   
Die Schwingungsdauer beträgt 5 s,  die Kreisfrequenz w also 1,257 1/s. 
 

( )t257,1sin6,59,13V s
1

s
l

s
l ××+=�  

 

( )[ ]1t257,1cos
257,1

6,5
t9,13dtVV s

1

s
1

s
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s
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t

0t Anfang

-××-×== �
=

�  

 
Lässt sich eine Funktion auf diese Art ermitteln, spricht man von einer geschlossenen Lösung.  
 
Hätte man das Fördervolumen in Abhängigkeit von der Zeit gemessen, kann man durch 
Differentiation, der Umkehrung der Integration, den Fördervolumenstrom oder auch einen Schritt 
weiter, die ´Fördervolumenbeschleunigung´ berechnen. Aus Letzterer lassen sich die 
Trägheitskräfte berechnen, die zusätzlich durch die Schwingung auf die Rohrleitungen wirken. 
 

dt
dV

V =�      Quer2

2

Aa
dt

Vd
dt
Vd

V ×===
�

��  mit  a, der Beschleunigung, manchmal auch mit s��  

bezeichnet 
 
Kurze Wiederholung, wie das mit der Differenziation (Ableitung) funktioniert: 
 

 
dx

)x(fd
f =¢  

 
 Sie gibt die Steigung der Funktion im Punkt x wieder. Wie bei der Integration kann man 
 die Differenziale durch kleine Differenzen ersetzen 
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 Aus Tabellen erhält man die Ableitungen der elementaren Funktionen, hier benötigt: 

 1. ( ) 1kk xkx -×=
¢

 z.B.: f(x) = a · x = a · x1 �  a1)x(f ×=¢ �x0 = a  

 2. ( )¢)xsin( = cos(x) 

 3. ( ) )xsin()xcos( -=¢  
 
 
 Differenziationsregeln, hier benötigt: 
 
 1. Konstante Summanden fallen weg 
 2. (konstante) Faktoren können vor die Ableitung gezogen werden 
 3. Kettenregel: f (x)= f (g (x)) 
 

 
dx

))x(g(d
))x(g(d
))x(g(fd

dx
)x(fd

×=    

  
 z.B. f (x) = sin(a � x) �  g (x) = a · x �  a)xacos()x(f ××=¢  
 
 
Also 
 

( )t257,1cos257,16,5
dt
Vd

V s
1

s
1

s
l ×××==

�
��  

 
Unten die  Diagramme, die die 3 Funktionen wiedergeben. Zusätzlich habe ich den konstanten 
Volumenstrom bei 25%iger Ventilöffnung eingetragen 
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Komplexe Zahlen – mathematisch betrachtet 
 
 
Der Fundamentalsatz der Algebra lautet: 
 
Jedes Polynom n-ten Grades mit einer freien Variable hat genau n reelle oder komplexe  
Nullstellen (auch Wurzeln genannt) 
 
Nimmt man beispielsweise ein Polynom 2. Grades, also die quadratische Gleichung 
 

2
210 xaxaay ×+×+=  

 
und möchte jetzt die beiden Argumente x erhalten, für die der Funktionswert y gleich 0 wird, so 
wendet man die p-q-Formel an: 
 

qxpx0 2 +×+=   

q
2
p

2
p

x
2

2,1 -	


�

�


�±-=  

 
Mit 
 

2

1

a
a

p =  und
2

0

a
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q =  

 
ergibt sich dann 
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Es sind 3 Fälle zu unterscheiden: 
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y = 2x2 + 5x - 20

y = 2x2 + 2x + 0,5

y = 2x2 - x + 20
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1. Die ´verbogene´ Parabel hat 2 Nulldurchgänge im kartesischen y= f(x) Diagramm 
 

4,325,1
2
20

25,1
22

5
x 2

2,1 ±-=+±
×

-=  

65,4x1 -= und 15,2x2 = , also 2 reelle Nullstellen 
 
 
2. Die ´verbogene´ Parabel hat keine Nulldurchgänge und liegt auf der Abszisse 

5,0
2
5,0

5,0
22

2
x 2

2,1 -=-±
×

-= , also eine doppelte reelle Nullstelle 

 
3. Die ´verbogene´ Parabel hat offensichtlich keine  reellen Nullstellen 
 

( ) 93,925,0
2
20

25,0)
22

1
(x 2

2,1 -±=--±
×

--=  

 
Führt man jetzt die imaginäre Einheit i ein, deren Quadrat den reellen Wert -1 annimmt 
 

15,3i25,093,9i25,0x 2
2,1 ×±=×±=  

 
erhält man x1 und x2 als zwei komplexe Zahlen. Sie bestehen aus einem Realteil (0,25) und dem 
Imaginärteil (3,15). Man sagt hier auch, das x2 zu x1 konjugiert komplex ist (nur das Vorzeichen 
umgekehrt). 
 
In der Gaußschen Zahlenebene sieht das dann so aus: 
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Viel ist das nicht. 
Aber es gibt noch ein paar Regeln. 
Bei der obigen Darstellung handelt es sich nicht um eine funktionelle Darstellung y = f(x) 
handelt, sondern um eine Ebene, in der Punkte dargestellt werden. 
Es gelten die Regeln der Geometrie, oder genauer gesagt der Vektorrechnung. 
 

 
 
Geometrisch lässt sich die komplexe Zahl z also so deuten: 
 

( )j×+j×=×+= sinicosryixz  
 
Der Betrag der komplexen Zahl ist  
 

Re = x 

Im = y 

�  

r 
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22 yxrz +==  

 
Der Winkel �   
 

x
y

tan=j  

 
 
Das ist zwar ganz schön, aber was soll das? 
Aber es gibt da ja noch die Eulersche Formel 
 

)sini(cosei j×+j=j  
 
mit e = 2,718…. der Eulerschen Zahl 
 
So etwas kann man nur hinnehmen, verstehen nicht! 
 
Und damit bin ich wieder bei meiner ersten Mail „Entstehung des Sprachmerkmals“ 
angelangt. Euler hat die komplexe Zahl und die Eulersche Formel eingeführt. Letztere 
gibt ihr, meiner Meinung nach, erst einen Sinn. Sie kann nur bei der Lösung von 
Differenzialgleichungen, die Schwingungsprobleme beschreiben, entstanden sein. Ohne die 
Eulersche Zahl lassen sich diese Gleichungen nicht lösen, also war Euler auch der erste, der sie 
lösen konnte! (Euler lebte von 1707 bis 1783) 
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Differenzialgleichungen 
 
Definition: 
 
Gleichungen, die neben einer oder mehreren unabhängigen Variablen auch Funktionen der 
Variablen und deren Ableitungen enthalten, heißen Differentialgleichungen (Dgl). 
 
Hier möchte ich einen einfachen Typ behandeln, die inhomogene lineare Dgl. mit konstanten 
Koeffizienten: 
 

( ) )x(rxfa)x(fa....)x(fa)x(f 01
1n

1n
n =×+¢×++×+ -

-  
 
Der linke Teil beschreibt den Eigenvorgang des Systems, r(x) wird als Störfunktion bezeichnet. 
Ist er Null, spricht man von einer homogenen Dgl. 
Dies ist z. B. der Fall, wenn  Faschos dein Auto anheben und es fallen lassen. 
Die Stoßdämpfer fangen es bei mehr oder weniger starken Überschwingen ab und es kommt 
irgendwann zur Ruhe. Es handelt sich hier also um den Eigenvorgang des Systems Auto, die 
Störfunktion ist Null. Anders sieht es aus, wenn die Glatzen auf Deiner Motorhaube auf und ab 
springen. Dann ist die Störfunktion nicht 0, hier wäre Sie also periodisch. 
 
Doch zunächst erst einmal der einfachste Fall: 
 
Die homogene Differentialgleichung 1. Ordnung 
 

0)x(fa)x(f 0 =×+¢          (1) 
 
Gesucht ist die Funktion, die diese Bedingung erfüllt. 
Für a0 = -1 ist dies sehr einfach, denn es gibt nur eine Funktion, deren Ableitung gleich der 
Funktion selbst ist. 
Die e-Funktion  
 

xe)x(f)x(f =¢= = exp(x) 
 
Die Umkehrfunktion ist der natürliche Logarithmus  
 

( )xelnx =  
 

und die Stammfunktion zu 
x
1

  ist ebenfalls der natürliche Logarithmus  

 

C)xln(dx
x
1

+=�   

 
 
 



 18 

 
 
Nun ist a0 in der Regel wohl nicht -1  
 
Wie geht man vor: 
 
1 .Trennung der Variablen (nur bei Dgl. 1. Ordnung möglich)  
2. Ansatz x

ogenhom e)x(f ×l= (nur bei homogen linearen Dgl. mit k. K.möglich) 

(Das sind die einfachsten Methoden, es gibt noch viel mehr) 
 
Nehmen wir Methode 1: 
 
Gleichung 1 umgeformt 
 

)x(fa
dx

)x(fd
)x(f 0 ×-==¢  

 

dxa)x(fd
)x(f

1
0-=  

 

�� ×-= dxa)x(fd
)x(f

1
0  

 
Cxa))x(f(ln 0 +×-=  

 
Cxa0e)x(f +×-=   mit eC = c 

 
xa0ec)x(f ×-×=  

 
 
Methode 2: 
 

xe)x(f ×l=  
xe)x(f ×l×l=¢  

x2 e)x(f ×l×l=¢¢  
     …… 
 
Also 
 

00 a0)x(fa)x(f +l==×+¢   
 
Hier wird also die Nullstelle der ,charakteristischen Gleichung´ gesucht 
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0a-=l  
 
Man sagt, dass xa0e ×- eine Basislösung der Dgl. ist. Eine Dgl. n-ter Ordnung hat n Nullstellen 
und somit n Basislösungen. 
Die allgemeine Lösung ist die Summe der Basislösungen, wobei jede eine eigene Konstante c 
erhält 
 

nn11 )x(fc...)x(fc)x(f ×+×=  
 
Die Lösung ist hier also auch 
 

xa0ec)x(f ×-×=  
 
 
Im ersten Skript der Uni Magdeburg (http://www.tfh-wildau.de/gerking/dgl-phys1.pdf) sind  4 
Dgl. 1 Ordnung aufgestellt und gelöst worden. 
 
 
Beispielhaft eine Bemerkung zur Ersten: 
 
�  wird dort als Zerfallskonstante bezeichnet, 
Die aussagekräftigere Halbwertszeit berechnet man 
mit   
 

l
=

l
=

6931,02ln
TH  

 
 
Beträgt die Halbwertszeit 1 Tag, so ist nach einem Tag nur noch die Hälfte der Ausgangsgröße 
vorhanden. Nach 2 Tagen 1/4 , nach 3 Tagen 1/8 und so weiter. Diese Funktionswerte 
konvergieren gegen 0, erreichen sie aber nie. 
Bei Medikamenten wird häufig auch eine Halbwertszeit, die die Verringerung des Wirkstoffes 
beschreibt, angegeben. 
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y = e-0,6931x
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Bei dem rechten Diagramm ist die Ordinate logarithmisch aufgetragen.  
 
 
Und nun zu Dgl. 2 Ordnung: 
 
Im Gegensatz zu Systemen 1. Ordnung können solche 2. Ordnung einen schwingungsfähigen 
Eigenvorgang besitzen. 
 
In dem Skript zur Schwingungs-Dgl (http://www.tfh-wildau.de/gerking/dgl-phys3.pdf) wird 
zuerst der Federschwinger modelliert. 
 
Dazu benötigt man das Hook´sche Gesetz zur Beschreibung der wegabhängigen Federkraft sowie 
die beschleunigungsabhängige Trägheitskraft.  
Man erhält die Dgl. 2. 0rdnung, bei der die geschwindigkeitsabhängige Widerstandskraft, 
gebildet mit der ersten Ableitung des Weges nach der Zeit, fehlt. 
 
Lösen wir die Dgl. erst einmal durch Probieren 
 

0x
m
k

dt
xd o

2

=+
                       (2) 

Die e-Funktion scheint hier unsinnig, da es sich um eine streng monotone Funktion handelt. 
Es muss eine periodische Funktion sein. 
Die erste Wahl ist der Sinus  
 

)xsin()x(f =  
)xcos()x(f =¢  

)xsin()x(f -=¢¢  
 
Das sieht schon mal ganz gut aus! 
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Der Sinus wird mit der Kreisfrequenz �  verwendet, Außerdem ist eine Phasenverschiebung �  
vorzusehen, da der Sinus im Ursprung beginnt, der Eigenvorgang aber immer nur durch eine 
Auslenkung ausgelöst werden kann. Weiter muss die Größe der Amplitude c variabel sein. 
 
Also  
 

)tsin(c)t(x j+×w×=  
w×j+×w×=¢ )tcos(c)t(x  

( ) 2tsinc)t(x w×j+×w-×=¢¢  
 
Gleichung 2 ist erfüllt. wenn man  
 

22
0

0

m
k

w=w=  setzt. Also ziemlich einfach! 

 
 
Im Skript ist die Methode 2  gewählt und man erhält 2 konjugiert komplexe Nullstellen 
 

02,1 i w×±=l  

 
Zur Erinnerung:  
 
Die Kreisfrequenz war wie folgt definiert 
 

f2 ×p×=w   mit f, der Frequenz, bei Eigenvorgängen ist es die Resonanzfrequenz 
 
 
Der Imaginärteil steht also für die Resonanzfrequenz des Systems! 
 
 
Wie man sieht, ist der weitere Rechengang nicht ganz einfach, die Eulersche Formel kommt zu 
Anwendung. Aber bei komplizierten Schwingungsproblemen, vor allem mit Störfunktion, kommt 
man mit Probieren nicht mehr zurecht. Die Lösung ist aber immer real! 
 
 
Bei der freien gedämpften Schwingung kommt das geschwindigkeitsabhängiges Dämpfungsglied 
hinzu.  
Bei den Nullstellen treten die 3 Fälle auf, die ich auf Seite 13ff beschrieben habe.  
Schwingungen treten auf, wenn die Nullstellen komplex sind.   
 
Auch hier wieder der Imaginärteil die Kreisfrequenz der Resonanz des Systems 
 

m2
2
01 ×

b
-w=w   

 



 22 

wobei sie bei der gedämpften Schwingung niedriger liegt als beim freien 
Schwinger. 
 
 
 
 
So, Du hattest mich mit der Eigenschaft Ingenieur gefragt, was ich zu den komplexen 
Zahlen sagen kann. Das war zwar noch nicht alles, aber ich bin am Ende meines roten Fadens 
angelangt. 
 
 
 
 
 
 
 


